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1. はじめに 
近年，機械製品の低振動化，低騒音化が製品の付加価値を
示す重要な要素の一つとなっており，設計段階から有限要素
法などによる数値解析を援用し，振動騒音特性の予測と対策
の検討を行っている．しかし，数値解析の結果は理想化され
た状態の結果であり，実際の機械製品で生じる外力や境界条
件のバラツキ，部品形状や組み付け部のバラツキなど，不確
実性による振動騒音特性の変動は考慮されていない．製品の
小型軽量化が進む近年，不確実性の影響は大きくなる傾向に
あり，製品の品質に大きな影響を与えかねない．そのため不
確実性の影響による振動騒音特性の変動を抑制するロバス
ト設計が重要視されてきている． 
本研究では，パラメトリックな不確実性を持つ構造物を対
象に，確率有限要素法(1)と構造最適化を組み合わせたロバス
ト設計手法(2-3)を提案する．具体的には，目的関数の分散を
小さくするには一次感度を小さくすれば良い特徴に着目し，
一次感度を最小化する構造最適化を数値計算で行う．第 2章
では，確率有限要素法と構造最適化を組み合わせたロバスト
設計手法の理論について説明する．第 3章では，構造モデル
にロバスト設計手法を適用し，ロバスト性が向上するかを検
証する．さらに第 4章では，構造音響連成モデルにロバスト
設計手法を適用し，ロバスト性が向上するかを検証する．な
お，本論文ではバラツキを持つ設計変数を誤差因子と呼び，
構造変更で設計変更を行う設計変数を制御因子と呼ぶ． 
 
2. 確率有限要素法と構造最適化を組み合わ
せたロバスト設計手法 
 本章では，確率有限要素法と構造最適化を組み合わせたロ
バスト設計手法の理論を説明する． 
2.1 確率有限要素法に基づいた一次近似モデル(1) 
 確率有限要素法は，関数を誤差因子でテイラー展開し，誤
差因子の変化による関数の変化を，誤差因子の関数に対する
勾配（感度）と誤差因子の変化量で近似する方法である．関
数 pを誤差因子の期待値         のまわりでテイ
ラー展開すると，各因子が di変化したときの関数 p は次式
で近似できる． 
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ここで，は各因子の変化量={d1, d2, …, dn}，n は誤
差因子の数を表す．式(1)右辺第 2 項の一次感度まで採用し
た近似式を一次近似モデルと呼ぶ．一次近似モデルにより
di が十分小さいという条件下で，誤差因子の変化による関
数 p の変化を予想可能となる．さらに，このとき関数 p の分
散      は次式で表される． 
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ここで Cov は共分散を表す．式(2)より，関数 p の分散は誤
差因子の関数 p に対する一次感度ベクトル s1と，誤差因子間
のバラツキ幅で決まる共分散行列 Vの積で近似できる．これ
より関数 p の変動すなわち分散を小さくするには，誤差因子
の関数 p に対する一次感度を小さくする，あるいは誤差因子
のバラツキ幅を抑制する必要があることがわかる．本論文で
は，誤差因子のバラツキ幅を抑制せずに関数 p の変動を小さ
くすることを目的としているため，関数 p の誤差因子に対す
る一次感度を最小化する構造最適化を検討する． 
2.2 一次感度を目的関数とした構造最適化 
 関数 p の誤差因子に対する一次感度を最小化するために，
一次感度を目的関数とした構造最適化（逐次線形計画法）に
よる制御因子の設計変更により，一次感度を最小化する最適
構造を求める． 
 制御因子の変化による一次感度の変化は，確立有限要素法
に基づき一次近似式として次式で近似できる． 
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ここで，式(5)の設計変数における添え字 i，j はそれぞれ
誤差因子と制御因子を表す．式(5)により，djが十分小さい
という条件下で，制御因子の変化による一次感度の変化を予
想可能となる．よって，式(5)を用いて構造最適化を行うこ
とにより，一次感度を最小化する最適な制御因子の値が求め
られる． 
 構造最適化における目的関数は絶対値が最も大きい誤差
因子の一次感度とし，その他の誤差因子の一次感度が最大の
一次感度より常に小さくなるような制約条件を課す．この制
約条件を課すことで最適化の収束性が改善される．また質量
一定の制約条件も課し，制御因子を構造最適化の設計変数と
する．目的関数を式(6)，制約条件を式(7)，設計変数を式(8)
にまとめる． 
 
  Minimize:                       iNF    (6) 
 
 
  Subject to:                       iNF    (7) 
 
                 mass = constant. 
 
  Design variable: j                        jCF    (8) 
 
ここで集合NF（Noise Factor）は誤差因子の集合，CF（Control 
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Factor）は制御因子の集合を表す．NFと CFは独立ではなく
誤差因子と制御因子は同じ因子の場合も考慮可能である．以
上の一次感度を目的関数とした構造最適化をロバスト最適
化と呼ぶ． 
2.3 固有振動数の一次感度，二次感度の導出 
本論文では，振動騒音特性で特に重要な固有振動数に着目
し，構造のバラツキによる固有振動数の変動を抑制するロバ
スト設計を行う．そのため，ロバスト最適化で用いる一次感
度，および二次感度は，固有振動数の一次感度，二次感度と
なる．有限要素法で離散化された構造物の固有振動数は次式
の固有値問題を解くことにより得られる． 
  0)(  rr  MK                               (9) 
ここで M，Kは質量，剛性行列，rは r 次の固有値，rは r
次の固有ベクトルを表す．式(9)を設計変数で一回および
二回偏微分することにより，固有値の一次感度および二次感
度が得られる． 
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また，r 次の固有角振動数をrとするとr
2 = rより，r 次の
固有角振動数の一次感度および二次感度は次式で表される． 
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また式(12），(13)を 2で除算することで r 次の固有振動数 fr
の一次感度および二次感度が得られる． 
 
3. 構造モデルのロバスト設計 
 本章では，第 2 章で説明したロバスト設計手法を構造モ
デルに適用し，ロバスト性が向上するかを検証する．ここで
は有限要素モデルを対象とし，さらに有限要素モデルと同様
の試験片を作成し，実験により実構造物に対するロバスト設
計の効果の検証を行う． 
3.1 有限要素モデルのロバスト設計 
3.1.1 対象とする有限要素モデルについて 
 Fig. 1に本節で対象とする有限要素モデルを示す．本モデ
ルは片端が完全拘束されている片持ち梁で，長さ l = 300 mm，
幅 w = 50 mm，板厚 t = 10 mmである．Fig. 1に示すように有
限要素モデルは四角形シェル要素で構成されており， 9つの
コンポーネントから成り立っている．板厚のバラツキを想定
し，誤差因子をコンポーネント 1，4，5の板厚とし，制御因
子はその他のコンポーネントの板厚とする．また誤差因子と
制御因子の総体積は同一とする．材料はアルミニウムとした．
また Fig. 1に示すように，荷重点はコンポーネント 3上の z
方向，応答点はコンポーネント 9上の z方向とする． 
3.1.2 有限要素モデルへのロバスト最適化の適用 
 今回は曲げ 2次固有振動数をロバスト設計の対象とし，誤
差因子がバラツいた際の曲げ2次固有振動数の変動を最小化
するロバスト最適化を行う．つまり，構造最適化の目的関数
は，コンポーネント 1，4，5の板厚の曲げ 2次固有振動数に
対する一次感度の最大値であり，繰り返し計算毎の一次感度
の最大値を最小化する．最適化計算における繰り返し回数は
80回とし，最適化過程の計算ステップにおける制御因子の最
大変化は 0.1 mm とする．また制御因子の許容変化範囲は初
期板厚の±50 %とする． 
 Fig. 2 に目的関数とした一次感度の構造最適化による推
移を示す．構造最適化によりすべての誤差因子の一次感度が
減少し，ある一定値で収束している様子がわかる．この結果
より，最適化計算が安定的に実行されていることがわかる．
Table 1に構造最適化前後の制御因子の板厚比較を示し，Fig. 
3に構造最適化前後の板厚の外観比較を示す． 
3.1.3 ロバスト最適化前後のロバスト性比較 
 構造最適化前後のロバスト性の比較を行い，ロバスト最適
化の効果の検証を行う．初期構造，ロバスト構造それぞれの
誤差因子の板厚にバラツキ幅= 0.2×初期板厚の正規分布
に従うバラツキを与え，サンプル数 300回の計算を行い，ロ
バスト性の評価を行う． 
 Table 2にロバスト性の評価結果を示す．変動係数(標準偏
差/平均値) を比較すると，ロバスト最適化により曲げ 2 次
の固有振動数の変動が約 64 %低減されている．また Fig. 4
に周波数応答関数(以下，FRF)の変動の比較を示す．Fig. 4
からも，ロバスト構造では曲げ 2次固有振動数の変動が抑制
されている様子が確認できる． 
ここで，得られたロバスト構造の物理的な意味を，固有モ
ードから考察する．Fig. 5に初期構造，ロバスト構造の曲げ
2 次固有モードの比較を示す．初期構造と比べロバスト構造
では，誤差因子のコンポーネント 1，4，5でコンポーネント
に作用する曲げモーメントが小さくなるよう，コンポーネン
ト内の変位の変化勾配が小さい構造に変化している．この結
果より，板厚が誤差因子の場合には，誤差因子のコンポーネ
ント内における変位の変化勾配が小さくなるような構造に
変化させることにより，ロバスト性の向上が可能であること
がわかる． 
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3.2 実験によるロバスト設計の効果の検証 
 3.1 節のロバスト最適化の結果に基づき，構造最適化前後
のモデルと同形状の試験片を作成し，ハンマリングによる加
振実験を行うことにより実構造物におけるロバスト設計の
効果を検証する． 
 作成した試験片は有限要素モデルと同条件でバラツキを
与えるため，あらかじめ誤差因子の板厚を＋20 %厚く作成し
た．板厚のバラツキによる固有振動数の変動の計測は，誤差
因子のコンポーネント 1，4，5 の順に 0.5 mm ずつ削り，そ
の都 FRFの計測をし，すべての誤差因子の板厚が－20 %にな
るまで計 24回繰り返し計測を行う． 
 Table 3 に構造変更前後の曲げ 2 次固有振動数のロバスト
性の評価結果を示し，Fig. 6 に計測毎の FRF 変化を示す．
Table 3 の変動係数を比較すると，ロバスト構造では曲げ 2
次固有振動数の変動が約 66 %低減している．この結果より，
有限要素モデルの結果と同様，ロバスト構造の曲げ 2次固有
振動数の変動が抑制されていることがわかる．また Fig. 6
の FRFの変化からも，曲げ 2次固有振動数の変動が抑制され
ている様子が確認できる．以上の結果より，実構造物におい
ても板厚のバラツキに対する曲げ 2次固有振動数のロバスト
性が向上していることが実証でき，ロバスト設計手法が有効
的であることが検証できた． 
 
4. 構造音響連成モデルのロバスト設計 
本章では，第 2章で説明したロバスト設計手法を構造音響
連成モデルに適用し，ロバスト性が向上するかを検証する．
ここでは有限要素法でモデル化した簡易自動車モデルを対
象とし検証を行う． 
4.1 対象とする簡易自動車モデルについて 
Fig. 7に本節で対象とする有限要素モデルを示す．本モデ
ルはルーフパネルからの放射音による車室内騒音を模擬し
ており，ルーフパネルのみを弾性体，その他の面を剛体とし
てモデル化している．Fig. 7(b)に示すように，ルーフパネ
ルは三角形シェル要素で構成され，8 つのコンポーネントか
ら成り立っており，四辺は完全拘束されている．板厚のバラ
ツキを想定し，誤差因子をコンポーネント 1，5，8の板厚と
し，制御因子はその他のコンポーネントの板厚とする．材料
はアルミニウムである．また Fig. 7(c)に示すように，車室
内空間は四面体ソリッド要素で構成されており，空気密度は
= 1.207 kg/m3，音速は c= 340 m/sである． 
 
Fig. 7(b)，(c)に示すように，荷重点はルーフパネルのコ
ンポーネント 4上の z方向であり，応答点は前席耳位置を模
擬した点とする．Fig. 8 に荷重点，応答点間の FRF(以下，
連成 FRF)を示す．連成 FRFの 6つの共振峰は低周波から連成
1次，2次，3次，6次，7次，8次固有周波数(fci)であり，
それぞれ順に構造 1次(fs1)，音響 1次(fa1)，音響 2次(fa2)，
構造 3次(fs3)，音響 4次(fa4)，音響 5次(fa5)固有周波数が
支配的な共振峰である． 
4.2 構造音響連成モデルの固有周波数変動の問題点 
 構造音響連成モデルにおける，構造のバラツキによる固有
周波数の変動の問題点を考察する． 
 すべての誤差因子にそれぞれバラツキ幅= 0.4×初期板
厚の正規分布に従うバラツキを与え，サンプル数 300回の計
算を行い，連成 FRFの変動を確認する． 
 Fig. 9 に連成 FRF の変動グラフを示す．図中の Gasが連成
FRF であり，Gssは Fig. 7(b)に示すルーフパネル上の応答点
と荷重点間の FRF(以下，構造 FRF)であり，構造固有振動数
の変動のみを把握するために表示する．構造 FRFは構造間な
ので，音響系の支配する共振峰は現れない．Fig. 9 の連成
FRFの変動より，連成 1次，2次固有周波数付近と連成 6次，
7 次固有周波数付近で大幅に変動しており，振幅値が上昇し
ていることが確認できる．特に連成 1 次，2 次固有周波数付
近では振幅値の上昇が顕著である．ここで構造 FRFの変動に
着目すると，構造 1 次，3 次固有振動数が上記の変動幅と同
じ幅で変動している様子が確認できる．つまり連成 FRFの振
幅値の上昇の原因は，誤差因子のバラツキによる連成 1 次，
6 次固有周波数の共振峰の変動により，連成 2 次，7 次固有
周波数の共振峰と干渉することが原因である．本章では特に
振幅値の上昇が顕著な連成 1 次，2 次固有周波数に着目し，
この問題の改善を検討する． 
4.3 簡易自動車モデルへのロバスト最適化の適用 
 4.2 節で提示した問題に対して，ロバスト最適化を行うこ
とにより改善を図る． 
 問題となる固有周波数は連成 1次固有周波数なので，誤差
因子のバラツキによる連成 1次固有周波数の変動を最小化す
るロバスト最適化を行う．つまり，構造最適化の目的関数は，
誤差因子としたコンポーネント 1，5，8の板厚の連成 2次固
有周波数に対する一次感度の最大値であり，繰り返し計算毎
の一次感度の最大値を最小化する．最適化計算における繰り
返し回数は 80 回とし，最適化過程の計算ステップにおける
制御因子の最大変化は 0.05 mmとする．また制御因子の許容
変化範囲は初期板厚の±60 %とする．Table 4に構造最適化前
後の制御因子の板厚比較を示し，Fig. 11 に構造最適化前後
の板厚の外観比較を示す． 
4.4 ロバスト最適化前後のロバスト性比較 
構造最適化前後のロバスト性の比較を行い，4.2 節で提示
Table 2  Comparison of mean, σ and Cv  Table 3  Comparison of mean, σ and Cv by experiment 
(a) Original (b) Modified 
 
Mean [Hz] σ [Hz] Cv [%]
Original 542.7 35.4 6.58
Modified 367.8 8.7 2.34
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Fig. 4  Comparison of variation FRFs 
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Fig. 5  Comparison of bend 2
nd
 eigen mode 
Mean [Hz] σ [Hz] Cv [%]
Original 561.1 35.4 6.38
Modified 371.8 8.1 2.18
Fig. 6  Comparison of the measurement by variation FRFs 
 
した問題が改善されているかの検証を行う．初期構造，ロバ
スト構造それぞれの誤差因子の板厚にバラツキ幅= 0.4×
初期板厚の正規分布に従うバラツキを与え，サンプル数 300
回の計算を行い，ロバスト性の評価を行う．  
 Fig. 11 に構造 FRF の変動の比較，Fig. 12 に連成 FRF の
変動の比較を示す．構造 FRFの変動を比較すると，ロバスト
構造では構造 1次固有振動数の変動が抑制されている．また
連成 FRFの変動を比較すると，連成 1次固有周波数の変動が
抑制されたことにより連成 2 次固有周波数との干渉が減り，
振幅値の上昇が抑制されている様子が確認できる．Table 4
にロバスト性の評価結果を示し，Table 5 に連成 FRF の変動
による最大振幅値の上昇率の比較を示す．Table 4 の変動係
数を比較すると，ロバスト構造では連成 1次固有周波数の変
動が約 41 %低減し，Table 5より振幅の上昇率はロバスト構
造では約 92 %低減していることがわかる．  
ここで，構造変更による固有モードの変化を考察する．構
造変更によりパラメータ値を変更しているのは構造のみな
ので，構造の変化のみに着目する．Fig. 13 に初期構造，ロ
バスト構造の連成 1 次の固有モードを示す．Fig. 13 より，
ロバスト構造は誤差因子のコンポーネント 1，5，8で，コン
ポーネントに作用する曲げモーメントが小さくなるようコ
ンポーネント内の変位の変化勾配が小さい構造に変化して
いる様子がわかる．この結果は，第 3章の構造モデルと同様
であり，構造音響連成モデルにおいても誤差因子が板厚の場
合，誤差因子のコンポーネント内における変位の変化勾配が
小さくなるような構造に変化させることにより，ロバスト性
の向上が可能であることがわかる． 
以上の結果より，ロバスト最適化を行うことにより 4.2節
で提示した問題を改善でき，構造音響連成モデルに対しても
ロバスト最適化が有効的であることが確認できた． 
 
5. 研究成果 
本研究では，パラメトリックな不確実性を持つ構造物を対
象に，確率有限要素法と構造最適化を組み合わせたロバスト
設計手法を提案した．以下に本研究の成果をまとめる． 
(1)構造モデルにロバスト設計手法を適用することにより，
ロバスト性が向上することを確認した．さらに実験によ
り，実構造物においても有効的であることを示した． 
(2)構造音響連成モデルにロバスト設計手法を適用すること
により，構造音響連成モデルにおいてもロバスト設計手
法が有効的であることを示した． 
(3)誤差因子が板厚の場合，誤差因子のコンポーネント内に
おける変位の変化勾配が小さくなるような構造に変化さ
せることにより，ロバスト性が向上することを確認した． 
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t2 t3 t4 t6 t7
Original 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00
Modified 8.00 8.00 5.00 2.00 2.00
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Fig. 7  Automobile FE model 
 
Fig. 8  FRF 
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Fig. 10  Comparison of thickness form 
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Fig. 9  Variation FRFs 
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Fig. 12  Comparison of variation Gas 
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Table 5  Comparison of mean, σ and Cv  
Mean [Hz] σ [Hz] Cv [%]
Original 203.5 14.8 7.27
Modified 194.3 8.4 4.32
Table 6  Comparison of max amplitude increasing rate 
Max amplitude
of initial state
Max amplitude
after dispersion
Up rate [%]
Original 5.37 15.8 194.6
Modified 5.60 6.47 15.53
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Fig. 13  Comparison of 1
st
 coupring eigen mode 
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Fig. 11  Comparison of variation Gss 
